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Resumo: Algumas séries fornecem maneiras de representar fungoes relativamente
complicadas em termos de fungGes mais elementares ou familiares. As séries de
poténcia sao os exemplos mais classicos quando se fala de expansao de uma fungao
em série. No entanto, existem outras séries importantes na Matematica, como a
série de Fourier, a série de Laurent e a série de Fourier-Bessel que é o foco do nosso
estudo. Dessa forma, este trabalho tem como objetivo apresentar as Fungoes de
Bessel e mostrar como representar algumas fungoes como uma série envolvendo estas
fungoes, que é conhecida como série de Fourier-Bessel. Para isso, apresentaremos
alguns aspectos da Equagao de Bessel, das Fungoes de Bessel e das propriedades
que permitem expressar funcgées como uma série das Fungoes de Bessel. Por fim,
com o intuito de ilustrar o procedimento, apresentaremos os graficos de algumas
aproximagoes utilizando o software Scilab.
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1 Introducao

Algumas séries fornecem maneiras de representar fungoes relativamente complicadas
em termos de fungoes elementares e/ou familiares. Em livros de célculo diferencial e integral
sao encontradas formas de expandir uma funcao f como série de poténcia. Em especial, sao

apresentadas as expressoes
— ™ (a) n — /™) ,
fl@)=) (= —a) e fla)=2 =",
n=0 ’ n=0 '

conhecidas, respectivamente, como série de Taylor e de Maclaurin. A ideia neste caso é escrever
uma funcdo f em termos das fungoes mais simples ™. Claro que isto s6 é possivel com certas

hip6teses sobre a funcao f.

Além das séries de Taylor e de Maclaurin, outras séries sdo conhecidas na literatura
matematica. Uma dessas é a série de Fourier-Bessel. Como o nome sugere, a série de Fourier-
Bessel esta relacionada com as Funcgoes de Bessel. A ideia central é, com certas hipdteses,
escrever uma dada funcao f como uma soma infinita das Funcées de Bessel. Neste caso, as
Funcoes de Bessel nao sao necessariamente “mais simples”, mas podem ser mais adequadas para

certas aplicagoes.

A Funcao de Bessel de ordem v, denotada por J,, é uma fungdo que satisfaz a equacao

2y by + (2 =)y =0,
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comt >0,y =y(t) ev € R, chamada de equacao diferencial de Bessel de ordem v. E importante
notarmos que v nao é a ordem da equacao diferencial. A “ordem v” é uma referéncia especifica
para a equacao de Bessel. A ordem da equacgao diferencial no sentido da teoria geral das equagoes

diferenciais é 2.

A cada v € R estd associada uma equacao de Bessel e sua respectiva solucao denotada
por J,. Isto nos fornece uma familia infinita de funcbes a serem estudadas. Estas funcoes
possuem véarias propriedades interessantes. Em particular destacamos a ortogonalidade, que

possibilita o estudo da série que envolve as Funcgoes de Bessel.

2 Equacao de Bessel e Funcoes de Bessel

A equagao de Bessel esta relacionada com véarios problemas fisicos, dentre eles os que
envolvem ondas eletromagnéticas, conducao de calor, vibracao, difusao, processamento de sinais
(filtro de Bessel) e dindmica de corpos flutuantes. Além disso, recentemente, as Fungoes de
Bessel aparecem no problema inverso da propagacao de ondas, com aplicacbes em medicina,
astronomia e imagem actstica. Embora existam todas estas aplicacoes, neste trabalho estamos

interessados apenas no aspecto tedrico.

Nesta secao, partiremos da equacao de Bessel, buscando sua solucao, e definiremos
as Funcoes de Bessel. Procederemos desta forma, pois partir da definicdo de uma equagao
e procurar por suas solugoes parece ser um caminho mais natural. No entanto, os conceitos
poderiam ser definidos, de modo equivalente, partindo das Fungoes de Bessel e encontrando

uma equacao para a qual estas fungoes sao solugoes. Este processo pode ser encontrado em
Bowman (2010).

Para o estudo da equacao de Bessel e das Fungoes de Bessel que faremos neste texto,
serd suficiente considerar v = n € N. Para o estudo do caso geral, sugerimos ao leitor consultar

Okawa (2021) ou Bowman (2010).

A equagao diferencial de segunda ordem
t2y" +ty + (t* —n?)y =0, (1)

comt >0,y =y(t) en e N éa equagao diferencial de Bessel de ordem n. Como esta é uma
equacgao de segunda ordem, sabemos da teoria das equagoes diferenciais que ela deve possuir
duas solugoes linearmente independentes. Ao leitor nao familiarizado com a teoria geral das

equacoes diferenciais recomendamos Zill (2016).

A equacao diferencial (1) nao é uma equacao com coeficientes constantes. Vamos en-
contrar uma solucao em forma de série de poténcias em torno do ponto ty = 0. Queremos entao

encontrar uma solugao da forma

o0
y(t) = epthtr,
k=0
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em que r é uma constante a ser determinada. Sabemos que no intervalo de convergéncia da série,
a série é derivdvel e podemos obter 3/(t) derivando a série termo a termo, mantendo o intervalo
de convergéncia, exceto possivelmente pelos extremos deste intervalo. Deste modo, temos

o0

y'(t) =D (k+r)ept™

k=0
o
Z (k4 7r)(k 47 — 1)epth =2,
k=0

Substituindo agora na equacao (1)
2y +ty' + (2 — n?)y

=2 Z(k‘ + ) (k47— 1)epthtr=2 4 ¢ Z(k‘ + r)ept" T 4 (12 — n?) Z ettt

k=0 k=0
o o [o.¢] o
=3 (k+r)(k+r—Depth ™+ (k4 r)ept™ + ) et =Y nPe
k=0 k=0 k=0 k=0
[ee] oo
= Z[(k‘ + 1) (k +7) — n?epth T + Z T2
k=0

B
Il
=

=t" | (r* = nP)eco + (1 +7)% = n? Clt+ZCtk+2+Z (k+7)2—n cktk]
k=0 k=2

=t" | (r* —n?)eo + (1 + 1) — n? clt—i—z k+7)% —n?)cpt +ch ot ]
L k=2

=" |(r? —=n?)eo+ (1 +7)° —n clt—l—z (k+7)% —n?)ep + cp_at ]—O.
k=2

Dessa forma, temos que

(r+n)(r—mn)cg =0
I4+r—n)Q+7r+n)c=0
(k+r—n)(k+7r+n)cp+cr_2=0.

Vamos pedir na primeira equagao que ¢y # 0 pois caso contrario nao conseguiremos

uma restrigdo para r. Entdo, com ¢y # 0 na primeira equagao, temos
(r+n)(r—mn)=0, (2)

que é chamada de equacao indicial. Suas raizes sao r; = n e ro = —n. Com a segunda equagao,
obtemos
(1+7r—n)1+7r+n)c =0,

que nos conduz a ¢; = 0. A terceira equacao nos déd uma férmula recursiva para o célculo dos

coeficientes
Ch—2
(k+r—n)(k+r+n)

k= — k=234,.... (3)
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Agora, se n > 0, entdo 71 = n em (3) nos dé a férmula de recorréncia

Ck—2
= k=2 k=234,...
* T T ka1 k) 34

e como c¢; = 0, temos que c3 =0, ¢5 =0, ..., isto é
Coky1 =0,

para todo k € N. Assim, nos resta saber o que acontece com os coi. Calculando os coeficientes

a partir da férmula, obtemos

co
g = —————
2T T 22n+2)
C2 Co
Cqp = — =
YT A@n+4)  4-22n+2)(2n+4)
C4 o
C6 = —-—— =

6(2n+6)  6-4-2(2n+2)(2n+ 4)(2n + 6)

donde
c P _670
2T T I(n+1)22
o
Cq =
2-1(n+1)(n+2)24
Cg = — €0
07 732 1(n+ 1) (n+2)(n + 3)26
e em geral
(=D
pu— . 4
T R+ D)(n+2) - (n+ k)22 )

Para facilitar a escrita dos coeficientes, vamos escolher
1
Co = ol (5)

e utilizando a propriedade do fatorial, notamos que

(n+k)(n+(k—-1))---(n+2)(n+1)n! = (n+ k).

Note que esta escolha de ¢y é por pura conveniéncia, pois de acordo com (4), ¢ é
uma constante de liberdade da solugao da equacao. Esta constante de liberdade ficara ajustada

quando for imposta uma condicao inicial da equacgao diferencial.

Assim, substituindo (5) em (4), obtemos
o (-*
TR A k) (n+2)(n+ Dni22kon

_ (—1)*
= Kl(n + k)122ktn
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Obtemos assim a primeira solucao para a equagao de Bessel

B 00 (_1)k ¢ 2k+n
n(t) = 22 Kl(n + k). (2) '

A fungdo y; definida desta forma é comumente denotada por .J, e conhecida como

Funcao de Bessel de primeira espécie de ordem n. Desta forma,

00 _1\k 2k+n
yi(t) = Ju(t) = k,((ni)k), <;> : (6)

k=0

Em particular,
e 2k
t

Jo(t) = Z(—l)kma (7)

k=0
¢ a Funcao de Bessel de primeira espécie de ordem zero. Note que esta é uma série de poténcias
de t e como em toda série de poténcias, por simplicidade na escrita da série, consideramos t° = 1

mesmo para t = 0. Nestes termos, Jo(0) =1 e também J,,(0) = 0 para todo n € N*.

Como o nosso interesse principal envolve as fungoes J, obtidas, ndo vamos nos preo-
cupar em determinar a segunda solu¢ao da equagao (1), linearmente independente com J,. O

leitor interessado nesta segunda solugao pode consultar Bowman (2010).

A seguir veremos uma propriedade das Fungoes de Bessel de primeira espécie J,. Em-
bora estas fungoes possuam muitas propriedades operatoérias importantes, sé enunciaremos a
propriedade de interesse deste texto. O leitor interessado em mais propriedades das Funcgoes de

Bessel de primeira espécie, pode consultar Bowmann (2010).

Proposicao 1. Sejam n € N e J,, a Fung¢do de Bessel de primeira espécie de ordem n. Entdo

para todo t € [0,00), temos

i) %(t"Jn(t)) (1)

ii) t%Jn(t) =y (t) — tnen (1),

Prova. De acordo com a definicao da funcao J,,

d d e -1 kt2k+n
(% u(t) = " kzo 22’E+”13:!(n + k)
d > (_l)kt2k+2n
T dt kzzo 22k k) (n + k)
B i (—1)F(2k 4 2n)t2h+2n—1

22kt kl(n 4+ k)(n+k —1)!

dt

k=0
00

s (=D)*2(k 4+ n)e2rtn-t
N 22k+nkl(n + k)(n + k — 1)!

k=0
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__4n - (_1)k 3 2k+n—1_ n
Y Es) e

Para a segunda expressao, temos que a igualdade é trivialmente satisfeita para t = 0,

jé que J,(0) = 0 para todo n € N*. Agora, para t # 0, temos que
d d o0 (_1)kt2k+n d = (_1)kt2k
t n t n —
)= 5 (3 ) = 53

e observe que agora o caso k = 0 é constante. Entao

[e.9]

d, . (—1)k(2k)t2F1
gt ") = ; el (n+ k) (n 4 )]

B 0 ( 1)kt2k 1
;2”“”‘ Yk —1D!(n+k)(n+k)!

> (—1)(k + 1)¢2(k+ D1
B kzzo 20kt tn=1(k 4+ 1 -V (n+k+1)(n+k+1)
& ( 1)kt2k+1
Z 22k+n+1kl(n +k+1)(n+k+1)

o (_1)kt2k+n+l
= —t_n =
z;) 22kt (n + 14+ k)(n+ 1+ k)!

" T (D).

Desta forma,

d “n o —n— -n g/
(I (8) = —nt L () + (),

e multiplicando ambos os membros por "1 vem

—t" n+1 (t) =

—tdnt1(t) = —nd,(t) + tJ), (1),

e a igualdade desejada. O

Podemos generalizar um pouco mais os resultados da Proposicao 1. Note que, nas

hipé6teses da Proposicao, para qualquer « € (0,00), temos

%(t”Jn(at)) = at" Jp—1(at), (8)
e também p
t—Jn(at) = nJd,(at) — atdpi(at). 9)

dt

A ortogonalidade das fungoes de Bessel é um dos resultados mais importantes e que
permite definirmos a série de Fourier-Bessel. Vamos agora definir o produto interno que utiliza-

remos no espago vetorial C((0,1); R).
Definigao 2. Seja V um espago vetorial real. Um produto interno sobre V é uma aplicagao
(,):VxV =R
(u,v) = (u,v)

que satisfaz
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i) (u,u) >0 e além disso, (u,u) = 0 se e somente se u = 0;
i) (u,v) = (v,u);
iil) (au,v) = alu,v);

iv) (u+v,w) = (u,w) + (v, w),

para todos u,v € V e a € R.

Proposicao 3. Sejam C = C°((0,1);R) o espago vetorial das funcées continuas de (0,1) em R.
A aplicacdo

(,):CxC—R
1
(f.9) > (f,g) = / L (B)g(t)dt (10)

€ um produto interno sobre o espaco C.
Nao é dificil provar que esta fungao satisfaz as propriedades (i)-(iv) da definigdo de
produto interno. Basta usar as propriedades das integrais e da multiplicacao de niimeros reais.

Agora que ja temos um produto interno, podemos falar da ortogonalidade das Funcoes
de Bessel. Vamos ver que essa ortogonalidade estd relacionada com as raizes da equacao J,,(t) =
0. Em Bowman (2010), encontramos que, se v é um nimero real qualquer, a equagao J,(t) =0

possui infinitas raizes reais nao negativas.

Considerando uma Funcao de Bessel especifica J,, e as suas infinitas raizes reais positivas

a;, parat € N*, com a; < ag < az < - < ay, < -+, construimos o conjunto

{Jn(ast); ieN}CC.

Vamos provar que este conjunto é um conjunto de fungoes ortogonais em relagao ao
produto interno considerado em (10). Para as préximas proposi¢oes observemos que uma fungao

Jn(at) satisfaz a equagao diferencial

2y +ty + (o*t? —n?)y = 0. (11)

De fato, como J,,(t) é solucao da equagao
t2y” + ty/ + (t2 o n2)y — 0,

fazendo = = at, obtemos

dy _dydr _ dy

dt  dedt Cdx

Py _d(dy)_d (dy)de_ oy
dt2  dt \dt) dx \dt) dt — da?’
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Substituindo em (11), temos
2 d? d 2
<£> 22 Yy (E) ol oy (a2 <E> —n?)y=0,
a dx? a/ dx a

d*y | dy
2 2 2V,

que é a equagao de Bessel de ordem n na varidvel x, cuja solugao é J,(x). E como = = at, temos

e entao

que Jp(at) é solugao de (11).

Proposicao 4. Se J,, é uma Funcao de Bessel de ordem n e o; para i € N* sdo as raizes
|Y v n ¢ i D

positivas da funcdo J,, entdo o conjunto
{Jn(ait); 1€ N}

é ortogonal em rela¢ao ao produto interno em (10).

Prova. Precisamos provar que dadas duas funcoes distintas deste conjunto, o produto interno
entre estas duas funcoes se anula. De outra forma, se a; e ao sdo duas raizes positivas distintas
de J,, entdao

(Jn(aat), Jp(aat)) = 0.

Notemos que u = J,(a1t) é uma solugao da equacado

2
tu +u + <a% — ’;) tu =0, (12)
e v = Jy(aat) é solugao de
2
"+ + <a§ - Z;) tv = 0. (13)

Multiplicando (12) por v e (13) por u, encontramos

" / 2 n? _
tvu” +vu + o - g tuv = 0,

n2
tuv” + wv' + <a§ — t2> tuv = 0,
e subtraindo a segunda da primeira, vem
t(ou” — wv”) + (vu' — uwv’) + (af — a3)tuv = 0,

que pode ainda ser escrito como

d
%(t(u’v —w')) = (a3 — o) tuw.

Integrando ambos os membros em ¢, no intervalo (0, 1), obtemos

1
(a3 — a%)/ tuv dt = t(u'v — uv')}tlzo ,
0
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e substituindo u e v,

1
(a3 — af)/o tJn(ant) gy (agt)dt = t(J) (art)J,(aot) — Jn(alt)J;L(azt))\tl:O

= Jn(a1)Jn(az) = Ju(on)Jy(02).
Como oy e ay sio rafzes de J,, e af # a3, entdo

1
/ tJn(alt)Jn(Oth)dt = 0,
0

donde (J,(aat), Jn(ast)) = 0 e entao J,(aqt) e Jp(aat) sdo ortogonais em relagdo ao produto
interno em (10). Como oy e ag sdo duas rafzes arbitrarias, isso vale para todo par de raizes

diferentes da funcao J,. 0
Proposicao 5. Se J, é uma Func¢do de Bessel de ordem n e a é qualquer uma das raizes da
fungdo Jy, entdo )

(Jn(at), Jn(at)) = 5J,fﬂ(oz) > 0. (14)
Prova. Primeiramente a equagao (11) pode ser reescrita como

(ty') + <a2t — Tf) y =0, (15)

ey = Jy(at) é ainda uma solucdo desta equacao.

2
n
(ty') = <t — 042t> Y,

e multiplicando a equagao por 2t.J] (at) e substituindo y = J,,(at), temos

Dessa forma, temos que

2tJ! (at)(tJ (at)) = 2(n? — &*t?)J,(at) ]!, (at),

e entao

C (T (1)) = (1 — o28) ((Jnlat)?)'

Vamos integrar os dois lados da igualdade no intervalo (0, 1). Para o lado esquerdo da

igualdade, usamos (9) e obtemos

GACHEN 1

= (afat) - atJnH(at))Q‘

t=0
= (an(a) — adpy1 (a))2 - (an(O))2 = a2JT2L+1(a)7

ja que nJ,(a) = nJ,(0) = 0 para todo n € N.

Ja para o lado direito, encontramos a integral

/1(n2 — a*t?) (T2 (at)) dt.
0
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Vamos aplicar uma integral por partes fazendo u = n? — o%t? e % = (J2(at))’, e assim
4 — 202t e v = J2(at). Logo

/ (n? = a2)(J2(at))dt = [(n? — a22) J2(at)] L, + 20 / L ot
0 0

1
= (n% — a?)J2(a) — n?J2(0) + 2a2/ tJ2(at)dt.
0

Notemos que, (n2—a?)J2(a)—n2J2(0) = 0, pois « é raiz de J,,(t). Da série de poténcias
(6) vemos que J,,(0) = 0 para todo n # 0, e para o caso em que n = 0, temos n? = 0, donde

n?J2(0) = 0 para todo n € N. Segue que,
1
/ (n? — ®t%)(J2(at)) dt = 2% (T, (at), Jn(at)).
0

Juntando entao os dois lados da igualdade, obtemos
2a2<Jn(at)v Jn(at)> = a2<]72z+1(a)a

e assim,

(Tnfot), Ju(at)) = 5721 (a).

Bowman (2010) afirma que as fungdes J, e J,, 1 nao possuem raizes em comum. Assim,
como « ¢é raiz de J,, entao « nao é raiz de J,t1, donde o ultimo termo da ultima equacao é

estritamente positivo. O

Agora que provamos a ortogonalidade das funcoes de Bessel, podemos tratar da série

de Fourier-Bessel.

3 A série de Fourier-Bessel

Como j& vimos anteriormente as fungoes J,(a;t), em que «; é raiz de J,(t) = 0, s@o
funcoes duas a duas ortogonais em relacao a fungao ¢ e vimos também que a equagao J,(t) =0
possui infinitas raizes. Logo, a familia das fungoes J,(«;t) forma uma base de Hilbert para
o espago vetorial C = C°((0,1);R) das fungdes continuas com dominio (0,1). Dessa forma,

enunciamos o préoximo teorema.

Teorema 6. Sejam a1 < as < az < -+ < ap < --- as raizes positivas da equagdio Jy,(t) = 0,

comn >0, e feC. Entao f pode ser escrita na forma
F#) = Crdn(axt), (16)
k=1

que € chamada de série de Fourier-Bessel de ordem n da funcao f. Além disso, a equacdo

Jn(t) =0 € chamada de condigao de contorno.
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Neste trabalho nao argumentaremos sobre a demonstragao deste resultado. No entanto,
Watson (1922) faz uma discussao sobre este tipo de expansao em série provando sua veracidade.
A questao que daremos atencao é como determinar os coeficientes C}, admitindo que uma funcao

f possa ser escrita como uma série da forma (16).

Admitindo que uma fungao f € C possa ser escrita na forma (16), temos que

F(t) = CrJp(ont) + Codp(ast) + Csdyn(ast) 4 - - -

Para determinar o coeficiente Cj, tomamos o produto interno desta igualdade com a
fungao J,,(axt), e como (C;J,(cit), CrpJp(agt)) = 0 para todo i # k, resta

(f(t), Jn(awt)) = (CrJn(ant), Jn(art)) = Cr(In(axt), Jn(at)),

donde

), Julont))
= nlat), Ju(ond))

Utilizando a definigdo do produto interno e a igualdade (14), obtemos

2
Ck = (Jn+1(05k))/ tf( ) (Ozkt)dt

para todo k € N*.

4 Exemplos de funcgoes escritas como série de Fourier-Bessel

Nesta secao, faremos alguns exemplos de funcgoes escritas como séries de Fourier-Bessel
e faremos alguns testes utilizando o software Scilab' para analisarmos a aproximacao das séries
com relagdo a funcao original. Neste contexto, utilizaremos fungoes simples que nos permitam
uma facil comparacdo de resultados. Além disso, o uso de fungdes mais simples facilitard o
trabalho analitico com o produto interno definido em (10). Para um grande conjunto de fungoes

o produto interno necessitara de métodos numeéricos.

Como primeiro exemplo, vamos escrever a fungao f(¢) = 1 no intervalo (0,1) como uma

série de Fourier-Bessel de ordem 0. Queremos entao escrever
o
= CrJo(axt),
k=1

sendo « as infinitas raizes da funcao Jy. Como ja vimos,

€ (Jn+12(ak))/ tf(t) Jn(axt)dt,
isto é, |
2
(J(an))? /0 tJo(agt)dt.

!Software livre, versdo , que pode ser obtido em https://www.scilab.org/.

Cy =
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Usando a identidade (8) temos

Cp = (Jléw;k /O ot o (et )
_ (Jl(ik))?:k /0 1 jt(ul(akt))dt
= Grear R
= Gre P =

donde obtemos

2 Jo(agt)
22 olat) (17)

agJi(ag)

Podemos considerar alguns termos da série em (17) para gerar um gréfico ilustrativo

do comportamento da série. A Figura 1 mostra exemplos com 10, 50 e 200 termos.

129 124

| /) 1 N

V

08 0z

08 06

0.4 0.4

02 0.2

o T T T T T T T T T 1t o T T T T T T T T T 1t

024 024

(a) 10 termos (b) 50 termos

12 4

14

oz

06

04

0z

o T T T T T T T T T 1t

024

(¢) 200 termos

Figura 1: Representagoes graficas para a expansao de f(t) = 1.

Observemos que para calcular os kg primeiros termos da série, precisamos das raizes

ay da funcao J, para k=1,2,..., kg.

Como segundo exemplo, vamos escrever a funcao f(¢) = ¢ no intervalo (0,1) como uma

expansao em série de Fourier-Bessel de ordem 1. Queremos entao escrever

t) = Z Cle(akt).
k=1
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Calculando os coeficientes, temos

1
e J, £esti

e usando novamente a identidade (8) obtemos

C =

Cl = (Jg(zk))%lk /01 apt? J1 (ot )dt
1
= e, st
_ (JQ(;))Q L 2t
_ wzwo}kuak) =
donde obtemos ~
=2 Z Oil J;"jk (18)

A Figura 2 mostra aproximagoes da série com 10, 50 e 100 termos.

LER CER
05 - 06
0.4 0.4

0.2 02|

024 02

(a) 10 termos (b) 50 termos

(c) 100 termos

Figura 2: Representacoes graficas para a expansao de f(t) = t.

Notemos que nestes dois exemplos apresentados, os graficos da série de Fourier-Bessel
convergem para o grafico da fungédo original. Mas préximo de ¢ = 1 elas decrescem até atingir
a imagem igual a zero em t = 1. Esse comportamento se assemelha ao fenémeno de Gibbs

que acontece proximo de pontos de descontinuidade nas aproximacoes de funcoes por série de
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Fourier. No caso das séries de Fourier-Bessel, esse comportamento ocorre pois em ¢t = 1 todos

os termos da série se anulam ja que oy sao as raizes de J,.

Assim, a série de Fourier-Bessel converge para a funcao original, mas em ¢t = 1 a série é
sempre igual a zero devido a condicao de contorno com a qual estamos trabalhando. Dessa forma,
proxima de t = 1 a fungao apresenta uma grande oscilagao e depois um rapido decrescimento

pois as funcoes J,, sao continuas e por isso essa transicao ¢ feita de modo continuo.

De maneira geral, estes dois exemplos apresentados podem ser generalizados. Conside-

remos f(t) = t™ para m € N fixado, e queremos escrever

= Z Crdm(at),
=1

em que oy sao as (infinitas) raizes positivas da fungao J,

Procedendo de modo andlogo aos dois exemplos anteriores, temos os coeficientes Cj

dados por
9 1
Cr = / ML (et d,
a2 Jo ()
isto é, )
Cp=—7—"-——,
g akJm+l(ak)

e assim, temos que

m o _2Zak Oékt

Imt1 (o)’

Observe que para a fungao f(t) = t™ escolhemos a Fungao de Bessel J,,,. Isto porque
os coeficientes podem ser determinados de forma analitica. Nada impediria escolhermos outra
funcdo J, com indice n diferente da poténcia m, mas teriamos dai que recorrer a métodos

numeéricos para calcular os coeficientes.

Consideracoes finais

Com base no exposto neste trabalho, conseguimos boas aproximagcoes para as fungoes
do tipo t" no intervalo (0,1) utilizando séries de Fourier-Bessel de ordem n. Ao estudarmos as
propriedades das funcoes de Bessel de primeira espécie, em especial a ortogonalidade existente na
familia dessas fungoes, vimos que essa ortogonalidade se da em relacao a funcao t e que depende
das raizes da equagao J,(t) = 0. Esta tltima restri¢ao, que chamamos de condi¢ao de contorno,
nos permite encontrar aproximagoes, ou expansoes, de fungdes em série de Fourier-Bessel no
intervalo (0,1). No entanto, é possivel trabalhar com intervalos maiores mudando a condi¢ao de
contorno envolvida. Sendo assim, um estudo futuro pode envolver expansoes de outras fungoes

em série de Fourier-Bessel e também em intervalos maiores.
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